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3. Redes de colas cerradas

Nos centraremos también en redes de Jackson.
Supongamos un sistema con K clientes,
una poblacidn finita que viaja continuamente dentro de la red.

Hay R procesadores, donde el tiempo de servicio en el procesador i es ex-
ponencial con tasa p;, i=1,2,...,R. Terminado el servicio en el procesador i,
el cliente se une a la cola del procesador j (j=1,2,...,R) con probabilidad p;,
donde ahora, por ser una red cerrada,

S % p;j =1 paratodoi=12,..,R.

/_JJ‘:

Ademas, no hay llegadas desde fuera del sistema (A, = 0,[1i).

Ahora, estas Pi forman una matriz P estocastica, de probabilidades de tran-
sicion de una cadena de Markov de parametro discreto, que supondremos
irreducible.
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Sabemos que la distribucion estacionaria 1 = (17,,...,TT3) de esta cadena
(con ); m=1) es la unica solucion de

R
w, — TiPji-
7=1

Sea /\(K), como antes, la tasa media de llegadas al procesadori (i=1, 2,...
,R), 0 equivalentemente su tasa media de finalizacion del servicio, donde
hacemos explicita la dependencia del numero K de clientes en el sistema
cerrado.

Entonces, analogamente al caso abierto,
R
A(K) =D Aj(E )pji,
=1

que al compararlo con la expresion anterior, nos conduce a
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R
Ai(K) = ME)m;, donde ME) =Y Ay(K).
=1

Luego, A(K) es la tasa media de finalizacion del servicio de todo el sistema,
es decir, el paso a traves del sistema.

Si m(ny,...,Ng) denota la probabilidad estacionaria de que haya n, clientes
en el nodo 1,..., ng clientes en el nodo R, con ), n, = K, puede verificarse por
sustitucion en las ecuaciones de equilibrio correspondientes que

R

A ()™ it
i ] () s Y =K
Tr(ny, .ong) = -1 L =
0, en otro caso

siendo |, una constante.
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Como habiamos hallado antes el valor de A,(K), al sustituir en la expresion
precedente queda

1 2 i
— H — : si Y n;=K
T (ny,...,ng) = (L .

(_l._a'ff{ P i=1

05 en otro caso

(MK)K se cancela), donde 1/C, es la constante de normalizacion de la dis-
tribucion, es decir,

R, \ n
Cp= Y H(‘) .

S Fi
N1, , ng: i=1 )
ni+--+np=i

Una vez mas tenemos una solucion estacionaria en forma de producto, aun-
gue éste no es el producto de las distribuciones de los estados de los nodos
individuales. Los estados de los nodos ahora no son independientes, como
es evidente por ser ) n, = K (fijo).
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Existe una generalizacion del anterior resultado (Teorema de Gordon y Ne-
well) al caso de que en cada nodo haya c, servidores idénticos en lugar de

solo uno, sirviendo cada uno, como antes, con tiempo exponencial de tasa

u.. Se tiene que

r N\ T

T (ﬁ) e ,

Tr(ni,..,nR) =8 Dy 1_[1 di(n;) =l =~ ni = It
0, | en otro caso

donde

'??.-;'I, sl n; ; C;

cil(c;)" e, sl n; > ¢
tg
R (h)
Mg
- XIS
A - di(n;)

A partir de la distribucion conjunta m.(n,,...,ng), pueden calcularse sus dis-
tribuciones marginales para obtener las medidas de interés en cada nodo.
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3.1 Teorema de Llegadas

El problema del enfoque que acabamos de ver son las constantes de nor-
malizacion.

Estas son dificiles de calcular pues requieren sumar en el con-junto de
posibles vectores (n,,...,ng) tales que >, n,= K, que son (K+R-1)/K
sumandos (numero de formas de colocar K clientes en R nodos).

Esto es solo eficiente para valores pequefios de K y R. Existen algoritmos

para reducir el tiempo de computacion de la mencionada constante, como

el algoritmo de convolucion de Buzen (1973).

Sin embargo, veamos una aproximacion alternativa que nos permitira cal-

cular recursivamente numerosas cantidades de interés sin tener que hallar
primero las constantes de normalizacion.

Este procedimiento recursivo se denomina analisis del valor medio.

El estudio sera para el caso de un procesador en cada nodo.
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Teorema de llegada. En una red cerrada con K clientes, una llegada al pro-
cesador i observa el sistema con la distribucion estacionaria de la misma red
cuando hay solo K-1 clientes.

Sean ahora L(K) y W,(K) el numero medio de clientes y el tiempo medio que
un cliente pasa en el nodo i cuando hay K clientes en la red, respectivamen-
te. Condicionando al numero de clientes que una llegada al nodo i encuentra
en ese nodo

Il + Ep-(nimero en el nodo 1 segin la llegada)

M

Wi(K) =

1+ Ly(K —1)
L% '

La segunda igualdad se da por el teorema de llegada.

Cuando hay K-1 clientes en la red, se tiene por A,(K) = A(K)TT,,

MK - 1) = ME - Dy, (14.)
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Utilizamos ahora la identidad de coste con la regla de que en la red de K-1
clientes, cada cliente paga 1 euro por unidad de tiempo mientras esta en el
nodo i, obteniendo

Lk —1)=ANAK - 1)m; (K —-1). (14.2)
Por lo tanto,

14+ Li(K —1) 1+ MK - 1)m,Wi(K —1)

Wi(K) =
( k) M 2%

(14.3)

Ademas, como
S LK -1)=K -1
conseguimos (de 14.2)

K -1

ME - 1) =

R
K-1=MK-1)Y oK -1) o (14.4)

- ‘
— S W (K - 1)

J=1
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Finalmente, sustituyendo en (14.3) llegamos a la siguiente formula recursiva

I (A = Dm (A -1

k) = £y (B _ )mWi(K —1)
L ; -

B ey Z }'TJ'H_J' _I'_L - l)

=1

Asi, el procedimiento a seguir sera obtener primero las probabilidades T, i=
1,2,...,R, y el tiempo W,(1) = 1/u,. Después, a partir de la expresion anterior,
calcularemos de forma recursiva W,(2), W,(3),...,W,(K).

Con (14.4) tendremos A(K), el paso a través del sistema, que determinara
mediante (14.2) el valor de L,(K).
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4. Redes mas generales

Jackson considero redes abiertas mas generales, que incluian a las redes
cerradas como caso particular:

El proceso de llegadas exdgenas puede ser dependiente del numero total de
clientes en el sistema y la tasa de servicio en cualquier nodo puede ser de-
pendiente del numero de clientes es ese nodo (véase Kleinrock, 1975).

La solucion también viene dada en forma de producto, pero los nodos no ac-
tuan como M/M/c; independientes.

Por tanto, la constante de normalizacién debe calcularse como en el caso de
las colas cerradas, pero es aun mas complejo porque el sumatorio abarca un
numero infinito de probabilidades.
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Entre las redes aun mas generales destacamos las redes multiclase, con va-
rias clases de prioridad por la red.

Las clases pueden diferir en sus tiempos de servicio y en sus probabilidades
de transicion hacia otros nodos.

Si ningun cliente de determinada clase entra o sale de la red, esa clase es
cerrada.

Si no ocurre esto la clase es abierta.
Si la red contiene ambos tipos de clases se denomina red mixta.

Entre éstas, destacamos las redes BCMP, cuyas siglas responden a sus
autores Baskett, Chandy, Muntz y Palacios (Baskett et al., 1975).

En ellas se permiten disciplinas de colas diferentes por la red e incluso clien-
tes que cambian de clase de prioridad (entre un numero fijo de clases) segun
se mueven de un nodo a otro.
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Las soluciones son en forma de producto, para ciertas disciplinas.

Mas aun, Kelly (1975) generaliza estas redes pudiendo los clientes seguir ca-
minos arbitrarios en la red y no ramificaciones de tipo Bernoulli,
como las vis-tas.

En Gross y Harris (1998) se detallan redes que no son de Jackson, al tener
probabilidades de transicion entre los nodos de la red, pij, dependientes del
estado.

Es decir, al salir de un nodo, los clientes eligen a qué nodo ir en funcion del
numero de clientes en cada nodo.

La complejidad computacional es enorme al perderse la forma producto de la
solucion.

El tema de las redes de colas esta en continua expansion,
creciendo a un rit-mo muy rapido.

En Disney y Konig (1985) encontramos una revision exhaustiva de procesos
aleatorios en redes de colas, con una lista de 314 referencias.



